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Dans cet article, nous explicitons la forme ge ne rale des se ries ge ne ratrices des
cartes pointe es sur une surface orientable, e nume re es en fonction des nombres de
sommets et de faces. Toutes ces se ries ge ne ratrices sont des se ries rationnelles d’un
unique syste me parame trique des variables de nombrant les sommets et les faces.
Nous explicitons ces se ries dans le cas des cartes pointe es de genre 0, 1, 2 et 3. Les
solutions pour les genres 2 et 3 sont deux re sultats nouveaux sur les cartes. De plus,
la forme ge ne rale propose e pour ces se ries pre cise celle de E. A. Bender et al., en
re pondant notamment a une question laisse e ouverte dans deux articles de ces
auteurs.
We give here general formulas for the generating functions counting rooted maps
on an orientable surface by number of vertices and faces. All these generating func-
tions appear to be rational functions of the same parametric system of the variables
counting the number of vertices and faces. We make explicit these functions for
rooted maps of genus 0, 1, 2, and 3. The solutions for genus 2 and 3 are new results
about maps. Moreover, our general formulas refine these of E. A. Bender et al.,
answering a question left open in their articles on this subject.  1999 Academic Press
I. INTRODUCTION
Les premiers travaux portant sur le de nombrement des cartes pointe es
ont e te mene s en 1963 par W. T. Tutte [9], qui de nombre les cartes
planaires pointe es (ou cartes pointe es de genre 0) en fonction du nombre
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d’are^tes de ces cartes. A l’aide de la de composition topologique utilise e par
W. T. Tutte [10], base e sur la contraction de l’are^te distingue e, T. R. S.
Walsh et A. B. Lehman [11, 12] e tablissent en 1972 des e quations
fonctionnelles satisfaites par les se ries de nombrant les cartes de genre
quelconque en fonction du nombre d’are^tes. En 1975, R. Cori [8]
ge ne ralise ces re sultats dans le cadre non commutatif et propose plusieurs
codages des cartes planaires pointe es, dont l’un par un language alge brique
sur un alphabet infini.
En 1985, D. Arque s [1] e tablit une autre relation fonctionnelle sur les
cartes planaires pointe es, associe e a l’ope ration topologique de contraction
de la face exte rieure, en fonction des nombres de sommets et de faces des
cartes. Cette e quation, conjointement avec celle de type ‘‘Tutte’’, ge ne ralise e
a ces deux parame tres, lui permet d’expliciter tre s simplement la se rie
de nombrant les cartes planaires pointe es en fonction des nombres de
sommets et de faces des cartes.
Ces travaux sont ge ne ralise s au genre 1 dans [2] en 1987 (par
l’e nume ration des cartes de genre 1 en fonction des nombres de sommets
et de faces, a l’aide d’une e quation ge ne ralisant celle de W. T. Tutte au
genre 1 et d’une e quation pour les cartes planaires doublement pointe es) et
dans [3] en 1993 (par la donne e d’une nouvelle e quation fonctionnelle
pour le genre 1, analogue a celle de [1] pour le genre 0).
De 1986 a 1993, E. A. Bender et al. [47] traitent le proble me de
l’e numeration asymptotique des cartes pointe es, en explicitant une me thode
ge ne rale de re solution des e quations fonctionnelles de type ‘‘Tutte’’. Cette
me thode permet de montrer dans [5] que la se rie ge ne ratrice des cartes
pointe es de genre g non nul, exprime e en fonction de la variable z de nom-
brant les are^tes, est de la forme
(\&1)2g P(\)
\5g&3 (\+2)b (\+5)c
(1.1)
avec
\(z)=- 1&12z, (1.2)
b et c e tant deux entiers naturels et P un polyno^me tel que P(0){0 et
P(1){0.
E. A. Bender et al. conjecturent, sans le de montrer, que le degre du
polyno^me P est majore par 5g+b+c&4 et que c est nul. En ge ne ralisant
dans [6] l’e nume ration asymptotique des cartes pointe es aux deux
variables de nombrant les sommets et les faces, les auteurs e noncent
(Theorem 3) que la se rie ge ne ratrice correspondante, pour tout genre g non
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nul, est une se rie rationnelle des parame tres p et q (de finis par
D. Arque s dans [1]) dont le de nominateur est de la forme
[(1&2p&2q)2&4pq]5g&3 (1& p)b(g) (1.3)
pour une certaine fonction b(g). Ils conjecturent que b(g)=0, sans qu’il
leur soit possible de le de montrer.
Associant les me thodes de veloppe es dans les travaux de D. Arque s et de
E. A. Bender et al., nous pre cisons par le the ore me 1 la forme ge ne rale
donne e par ces derniers, en de montrant notamment la nullite de l’exposant
de (1&p) au de nominateur, qui correspond a l’entier c dans l’article [5]
et a la fonction b(g) dans l’article [6].
Travailler sur les se ries ge ne ratrices invoquant les nombres de sommets
et de faces est bien e videmment plus ge ne ral (gra^ce a la formule d’Euler)
que d’utiliser la variable z de nombrant les are^tes. Plus fondamentalement,
ce niveau traduit la proprie te de dualite classique sur les cartes: les se ries
sont syme triques en les variables s et f e nume rant respectivement les
nombres de sommets et de faces. Cette proprie te conduit a des formules
tre s e le gantes, mais fournit e galement des arguments de preuve, comme nous
le constaterons dans la preuve du the ore me 1.
Apre s quelques de finitions et notations pratiques, nous donnons l’ensem-
ble des e quations fonctionnelles ne cessaires a l’e nonce puis a la de monstra-
tion du the ore me 1. Ce the ore me e tablit, pour tout entier g non nul, une
forme ge ne rale parame trique rationnelle pour la se rie de nombrant les
cartes pointe es de genre g, dont la seule inconnue est un polyno^me dont le
degre est majore par une fonction affine donne e de g. L’expose de taille de
la de monstration par re currence de ce the ore me ge ne ral sur les cartes poin-
te es constitue une part importante de notre propos. Au terme de cette
de monstration, nous sommes en mesure de proposer des relations permet-
tant, au moins the oriquement, de calculer le polyno^me inconnu implique
dans la forme ge ne rale rationnelle, quel que soit le genre des cartes. A titre
d’exemple, nous explicitons ces polyno^mes pour les se ries e nume rant les
cartes de genre 2 et 3 en fonction de leurs nombres et faces dans le
the ore me 2.
II. DE FINITIONS ET NOTATIONS
Nous rappelons ici les de finitions classiques essentielles pour la suite de
l’article. Le lecteur se reportera aux articles [1, 2] pour des de finitions plus
de taille es et illustre es.
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II.1. De finitions
On appelle carte topologique sur une surface orientable S de R3 une
partition C de la surface S en trois ensembles finis de cellules:
v L’ensemble des sommets de C, qui sont des points de la surface S;
v L’ensemble des are^tes de C, qui sont des arcs simples ouverts de
Jordan deux a deux disjoints, dont les extre mite s (confondues ou non) sont
des sommets;
v L’ensemble des faces de C, qui sont des domaines simplement
connexes dont la frontie re est une re union de sommets et d’are^tes.
Deux cellules sont dites incidentes si l’une est dans la frontie re de l’autre.
Une boucle est une are^te incidente a un seul sommet. Un isthme est une
are^te incidente a une seule face. Le degre d’un sommet est le nombre
d’are^tes qui lui sont incidentes, une boucle comptant pour deux dans le
degre de son unique extre mite . Le degre d’une face est le nombre d’are^tes
qui lui sont incidentes, un isthme comptant pour deux dans le degre de son
unique face incidente.
Le genre d’une carte est le genre de la surface S qui la porte. Le genre
g d’une carte est relie aux nombres d’are^tes (a), de sommets (s) et de faces
( f ) de cette carte par la formule d’Euler: s&a+ f =2&2g.
On appelle brin d’une carte une are^te oriente e de cette carte. On associe
a tout brin, de fac on e vidente, son sommet initial, son sommet final, l’are^te
qui constitue son support, et le brin qui lui est oppose .
Soit r un entier naturel non nul. On appelle carte r-pointe e une carte
dans laquelle une se quence (b1 , ..., br) de brins (appele s brins distingue s ou
pointe s), de sommets initiaux tous diffe rents, a e te distingue e.
Deux cartes r-pointe es de me^me genre sont dites isomorphes s’il existe un
home omorphisme de la surface qui les porte, pre servant l’orientation de la
surface, qui applique les sommets, les are^tes, les faces et les brins pointe s
de l’une des cartes sur ceux de l’autre carte, en conservant l’ordre des brins
pointe s. Dans toute la suite, on de signera toujours par carte r-pointe e une
classe d’isomorphie de cartes r-pointe es. Notre objectif est d’e nume rer les
cartes 1-pointe es de genre g. Nous serons amene s, dans ce but, a e nume rer
certaines familles de cartes r-pointe es.
II.2. Notations
On note Qg (v1 , ..., vr , s, f ) la se rie gene ratrice ordinaire du nombre de
cartes de genre g, ayant r brins pointe s de sommets initiaux deux a deux
distincts. Pour tout entier k compris entre 1 et r, le degre de la variable vk
est le degre du sommet initial du ke brin pointe . Le degre de la variable s
est le nombre de sommets moins un. Le degre de la variable f est le
nombre de faces moins une.
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Cette se rie est en relation avec la se rie Mg (u, v, y, I ) utilise e dans [6]
selon:
sfQg (v1 , z2 , ..., zr , s, f )=\‘
r
i=2
zi+ 
r&1
>ri=2 (zi)
Mg (s, f, v1 , [2, ..., r]). (2.1)
La se rie Qg (v1 , ..., vr , s, f ) pre sente cependant l’avantage d’e^tre (par
de finition) syme trique par rapport aux variables v1 , ..., vr , ce qui simplifie
les de monstrations. Nous de finissons a present une notation abre ge e utile
a l’expression de l’e quation fonctionnelle de finissant Qg (v1 , ..., vr , s, f ).
Soit : un entier naturel non nul, ; un entier naturel et 8 une fonction
de (:+;) variables. Si 8 est syme trique par rapport a ses : premie res
variables, alors, pour toute permutation _ sur l’ensemble [1, ..., :], les
expressions 8(x1 , ..., x: , x:+1 , ..., x:+;) et 8(x_(1) , ..., x_(:) , x:+1 , ..., x:+;)
sont e gales. On note donc, pour simplifier, 8(X, x:+1 , ..., x:+;) une
quelconque de ces expressions, ou X est l’ensemble [x1 , ..., x:].
Exemple. La se rie formelle Qg (v1 , ..., vr , s, f ) e tant syme trique par
rapport aux variables v1 , ..., vr , elle l’est aussi par rapport aux variables
v2 , ..., vr . Ceci justifie la notation Qg (v1 , W, s, f ) utilise e dans les e quations,
si W est l’ensemble [v2 , ..., vr]. Nous laissons au lecteur le soin de ve rifier
que les autres expressions du me^me type utilise es dans la suite sont
le gitime es par la syme trie de la fonction conside re e, par rapport a certaines
de ses variables.
III. EQUATIONS FONCTIONNELLES
Nous donnons tout d’abord une famille d’e quations fonctionnelles sur les
cartes r-pointe es de genre g, qui ge ne ralise l’e quation de Tutte. Nous
pre sentons ensuite ces e quations sous une forme permettant de les re soudre
par re currence portant sur le genre et le nombre de brins pointe s. Nous
achevons ce paragraphe par quelques proprie te s des e quations de
re currence ainsi obtenues. Ces proprie te s sont utiles a la re solution de ces
e quations au cours de la de monstration du the ore me 1 (partie V).
Nous de finissons d’abord ici quelques notations utilise es dans l’e criture
des e quations.
v g de signe un entier naturel et r de signe un entier naturel non nul.
v W de signe l’ensemble vide si r=1, et l’ensemble [v2 , ..., vr] si r2.
v Si X est une partie de W (ce que l’on note XW ), alors W&X
de signe la partie comple mentaire de X dans W.
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v Enfin, on note $a, b le symbole de Kronecker, e gal a 1 si a et b sont
e gaux et a 0 sinon.
Famille d’e quations fonctionnelles pour les cartes r-pointe es de genre g:
Qg (v1 , W, s, f )
=$g, 0 $r, 1+ fv12 :
g
j=0
:
XW
Q j (v1 , X, s, f ) Qg& j (v1 , W&X, s, f )
+
v21
s
Qg&1 (v1 , v1 , W, s, f )
+sv1
v1Qg (v1 , W, s, f )&Qg (1, W, s, f )
v1&1
+sv1 :
j=r
j=2
vj

vj
__v j vjQg (vj , W&[vj], s, f )&v1 Qg (v1 , W&[vj], s, f )vj&v1 &
(3.1)
avec Qg=0 si g<0 et  j=1j=2=0.
On e tablit cette famille d’e quations en effectuant sur les cartes de nom-
bre es l’ope ration topologique de contraction d’une are^te, introduite par
W. T. Tutte (cf. [9]). On trouvera une de monstration de taille e de cette
ope ration dans [2] pour les cartes de genre 1 simplement pointe es et pour
les cartes de genre 0 doublement pointe es. Nous ne de taillerons pas ici la
de monstration de ces e quations, qui sont cohe rentes avec celles donne es
dans [6] pour la se rie voisine Mg (u, v, y, I ). En revanche, nous mon-
trerons commont les re sultats obtenus par l’exploitation de ces e quations
ge ne ralisent des re sultats de montre s exacts par ailleurs.
III.1. Forme re currente des e quations fonctionnelles
Pour tout entier naturel g et tout entier naturel non nul r, on e crit
l’e quation (3.1) sous une forme mettant en e vidence une relation de
re currence entre Qg (v1 , ..., vr , s, f ) et Q j (X, s, f ), pour j strictement
infe rieur a g ou X strictement inclus dans l’ensemble [v1 , v2 , ..., vr].
v Q0 (v, s, f ) est solution de l’e quation:
[1&v+v2s&v2f (1&v) Q0 (v, s, f )] Q0 (v, s, f )=vsQ0 (1, s, f )+1&v
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v Si g est non nul ou si W est non vide, alors Qg (v1 , W, s, f ) est
solution de:
A(v1 , s, f )
v1
Qg (v1 , W, s, f )
= fv1 (1&v1) :
j=g
j=0, XW
( j, X )  [(0, <),( g, W)]
Qj (v1 , X, s, f ) Qg& j (v1 , W&X, s, f )
+
v1 (1&v1)
s
Qg&1 (v1 , v1 , W, s, f )
+sQg (1, W, s, f )
+sTg (v1 , W, s, f ) (3.3)
avec
Tg (v1 , W, s, f )= :
j=r
j=2
(1&v1)vj

vj
__v j vjQg (vj , W&vj , s, f )&v1 Qg (v1 , W&vj , s, f )vj&v1 &
(3.4)
et
A(v, s, f )=1&v+v2s&2 v2f (1&v) Q0 (v, s, f ). (3.5)
III.2. Quelques proprie te s des e quations (3.2) et (3.3)
III.2.1. Choix d’un parame trage des variables s et f. Il est aise de
de montrer qu’il existe un unique couple ( p, q) de se ries formelles en les
variables s et f tel que:
s= p(1& p&2q), f=q(1&2p&q) (3.6)
et
p=q=0 quand s= f =0.
Ce parame trage en p et q des variables s et f, de fini pour la premie re
fois dans [1], sera syste matiquement utilise dans la suite. Nous noterons
e galement V la se rie formelle des variables s et f de finie par:
V=
1
1& p
. (3.7)
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III.2.2. Re solution de l’e quation (3.2) pour les cartes planaires poin-
te es. Nous rappelons ici l’expression parame trique e tablie dans [1] pour
la se rie des cartes pointe es de genre 0.
La se rie sfQ0 (1, s, f ), qui de nombre les cartes pointe es de genre 0 en
fonction du nombre de sommets (exposant de s) et du nombre des faces
(exposant de f ), est de finie par:
sfQ0 (1, s, f )= pq(1&2p&2q). (3.8)
III.2.3. Proprie te de la se rie A(v, s, f ) calcule e en V. La se rie A(v, s, f )
de finie par (3.5) est telle que
A(V, s, f )=0. (3.9)
Ceci se de duit des relations (3.2), (3.7) et (3.8), ce qui sera e tabli dans la
de monstration du lemme 1.
III.2.4. Un cas particulier important de l’e quation (3.3). Pour g supe rieur
ou e gal a 1, on de duit de la relation (3.9) et de l’e quation (3.3), dans
laquelle on remplace v1 par V et W par <, une relation de finissant la se rie
Qg (1, s, f ) que l’on recherche.
Si g1, alors la se rie ge ne ratrice ordinaire Qg (1, s, f ) des cartes pointe es
de genre g de nombre es en fonction de leur nombre de sommets moins un
(exposant de s) et de leur nombre de faces moins une (exposant de f ) ve rifie
la relation:
sQg (1, s, f )=V(V&1) _ f :
g&1
j=1
Qj (V, s, f ) Qg& j (V, s, f )
+
Qg&1 (V, V, s, f )
s & . (3.10)
IV. FORME GE NE RALE DE LA SE RIE DES CARTES
POINTE ES DE GENRE g NON NUL
Pour g supe rieur ou e gal a 1, nous e tablissons dans le the ore me 1 une
forme ge ne rale parame trique de la se rie Qg (1, s, f ), qui pre cise celle donne e
dans [5]. Dans le paragraphe IV.1, nous pre sentons les grandes e tapes de
la preuve de ce the ore me. Le de tail de la premie re e tape, assez technique,
est l’objet de la partie V.
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The ore me 1. Pour g1, la se rie sfQg (1, s, f ) qui de nombre les cartes
pointe es de genre g respectivement en fonction du nombre de sommets (expo-
sant de s) et du nombre de faces (exposant de f ) est de finie par un syste me
parame trique de la forme suivante:
sfQg (1, s, f )=
pq(1& p&q) Pg ( p, q)
[(1&2p&2q)2&4pq]5g&3
(4.1)
ou Pg ( p, q) est un polyno^me syme trique en p et q a coefficients entiers et de
degre total infe rieur ou e gal a 6g&6.
IV.1. E tapes de la preuve
IV.1.1. E tape 1. Nous de montrerons dans la partie V une version faible
du re sultat pre ce dent, selon laquelle, si g1, alors sfQg (1, s, f ) s’e crit sous
la forme:
sfQg (1, s, f )=
pq(1& p&q) Rg ( p, q)
[(1&2p&2q)2&4pq]5g&3 (1& p)4g&2
(4.2)
ou Rg ( p, q) est un polyno^me en p et q a coefficients entiers de degre total
infe rieur ou e gal a 10g&8.
Cette de monstration inductive est fonde e sur les relations (3.3), (3.9) et
(3.10) de la partie III.
IV.1.2. E tape 2. On utilise ici la proprie te de dualite pour les cartes
pointe es de genre donne , selon laquelle le nombre de cartes pointe es de
genre g a n sommets et m faces est e gal au nombre de cartes pointe es de
me^me genre a m sommets et n faces, pour tous les entiers naturels n et m.
Ceci implique que la se rie Qg (1, s, f ) est syme trique en les variables s et
f. Par ailleurs, les parame tres p et q s’e changent lorsqu’on e change les
variables s et f. On obtient donc, a partir de la forme pre ce dente, une autre
expression de sfQg (1, s, f ):
fsQg (1, s, f )=
qp(1&q& p) Rg (q, p)
[(1&2q&2p)2&4 qp]5g&3 (1&q)4g&2
. (4.3)
En comparant ces deux formes, on obtient l’e galite suivante entre
polyno^mes des variables p et q:
(1&p)4g&2 Rg (q, p)=(1&q)4g&2 Rg ( p, q). (4.4)
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Dans l’anneau Z[ p, q] des polyno^mes a deux inde termine es p et q a coef-
ficients entiers, les polyno^mes (1&p)4g&2 et (1&q)4g&2 sont premiers entre
eux et il re sulte de l’e galite pre ce dente que le polyno^me Rg ( p, q) est
divisible par (1&p)4g&2.
En notant Pg ( p, q) le quotient du polyno^me Rg ( p, q) par (1&p)4g&2, on
obtient la formule du the ore me 1. La syme trie du polyno^me Pg ( p, q) par
rapport aux variables p et q se de duit encore de celle de Qg (1, s, f ) par
rapport aux variables s et f.
L’argument de dualite entre les deux variables et f permet ainsi de
prouver une conjecture e nonce e dans les articles [5] et [6]. Avec les nota-
tions de [6], on a montre ici que b(g) est nul. Autrement dit, ceci prouve
qu’au de nominateur de l’expression donne e dans [5] et rapele e dans
l’introduction, le terme (\+5)c est de degre c nul.
V. DE MONSTRATION DE L’E TAPE 1 DE LA PREUVE
DU THE ORE ME 1
De montrons d’abord le caracte re inductif et fini du calcul de l’expression
de la se rie Qg (1, s, f ) en fonction des parame tres p et q.
D’apre s la relation (3.10), la se rie Qg (1, s, f ) s’exprime en fonction de s,
f, V, Qg&1 (V, V, s, f ) et Q j (V, s, f ), pour j compris entre 1 et g&1. La
de pendance de Qg (1, s, f ) par rapport a la se rie Qg&1 (V, V, s, f ) permet
de faire les deux remarques suivantes.
1. On obtient l’expression de Qg&1 (V, V, s, f ) en e tudiant la se rie
Qg&1 (v1 , v2 , s, f ), qui de nombre les cartes bi-pointe es de genre (g&1).
Cette se rie est de finie par l’e quation (3.3) dans laquelle on remplace g par
(g&1) et r par 2. Or, le deuxie me terme du membre de droite de cette
e quation fait appara@^tre la se rie Qg&2 (v1 , v1 , v2 , s, f ), qui doit a son tour
e^tre e tudie e. En ite rant ce raisonnement jusqu’au genre 0, on montre que
le calcul de la se rie Qg (1, s, f ) conduit a l’e tude de se ries de la forme
Qg&r+1 (v1 , ..., vr , s, f ), avec 2rg+1.
2. En remplac ant g par j, r par 2, v1 et v2 par V dans l’e quation (3.3)
de rive e selon v1 , on obtient une e quation de finissant Qj (V, V, s, f ) mais
qui fait appara@^tre, en raison du terme Tj (V, V, s, f ), des de rive es partielles
de Q j (v, s, f ) selon la variable v, jusqu’a l’ordre 3. Nous justifierons en
de tail cette affirmation dans le lemme 3 (paragraphe V.3).
En conclusion, on obtient l’expression de Qg (1, s, f ) a partir des expressions
d’un nombre fini de de rive es partielles de se ries du type Qj (v1 , ..., vr , s, f ),
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avec j<g et rg+1. Ces expressions, qui permettent un calcul inductif de
l’expression de Qg(1, s, f ) en un nombre fini d’e tapes, seront explicite es dans
la suite de la partie V.
La de monstration du the ore me 1 consiste a ve rifier inductivement
l’existence d’une forme ge ne rale pour toutes les de rive es partielles des se ries
formelles de finies par la relation (3.3). Nous de finissons d’abord dans le
paragraphe V.1 suivant une notation pratique pour ces de rive es partielles.
Nous explicitons et de montrons ensuite dans les paragraphes V.2 et V.3 les
formes ge ne rales des se ries note es A[k] et Qg[n1 , ..., nr].
Le lemme 1 du paragraphe V.2 donne la forme ge ne rale de A[k], pour
tout entier k2. Le lemme 2 du paragraphe V.3 donne la forme ge ne rale
de Qg[n1 , ..., nr] pour g non nul ou r2. On rappelle que A(v, s, f ) est la
se rie de finie avec l’e quation (3.3), se rie qui de pend simplement de
Q0 (v, s, f ).
V.1. Notations
Dans tout ce qui suit, r de signe un entier naturel non nul et (n1 , ..., nr)
de signe une se quence d’entiers naturels.
Soit : un entier naturel non nul et soit 8 une se rie formelle quelconque
des variables v1 , ..., v: , s et f. Alors on note dans la suite 8[n1 , ..., n:] la
se rie formelle en p et q e gale a la de rive e multiple partielle de la se rie for-
melle 8 aux ordres n1 , ..., n: par rapport aux variables v1 , ..., v: , calcule e en
v1= } } } =v:=V, et qui s’e crit usuellement 8(n1 , ..., n: , 0, 0)(V, ..., V, s, f ).
Exemple. A(v, s, f ) e tant la se rie de finie avec l’e quation (3.3), A[k]
de signe A(k, 0, 0)(V, s, f ), c’est-a -dire kA(v)k (v, s, f ) | v=V , qui est une
se rie formelle des variables p et q.
V.2. Forme ge ne rale des se ries A[k]
Lemme 1.
A[1]2=(1&2p&2q)2&4pq (5.1)
A[2]=2
(1& p)(&p&4q+2p2+4q2+4pq)
A[1]
. (5.2)
Si k est supe rieur ou e gal a 3, alors A[k] s’e crit sous la forme:
A[k]=2
k!q(1& p&q)(1& p)k+1 Ek ( p, q)
A[1]2k&3
(5.3)
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ou Ek ( p, q) est un polyno^me en p et q a coefficients entiers de degre total
e gal a 2k&6.
Preuve. De l’e quation (3.2) et de la de finition (3.5) de la se rie A, on
de duit que
A(v, s, f )2=B(v, s, f ) (5.4)
avec
B(v, s, f )=4v3sf (v&1) Q0 (1, s, f )&4v2f (v&1)2+(1&v+v2s)2. (5.5)
On rappelle ici le proce de de calcul des B[k], pour tout entier naturel
k, donne s pour la premie re fois dans [6], page 328.
Des relations (3.6), (3.7), (3.8) et (5.5), il re sulte que B(V, s, f )=0.
Compte tenu de la relation (5.4), on a de montre (3.9), c’est-a -dire A[0]=0,
et il en re sulte encore que B[0]=B[1]=0.
On obtient l’expression de B[2] (respectivement B[3] et B[4]) en fonc-
tion de p et q en de rivant la relation (5.5) a l’ordre 2 (respectivement 3 et
4) par rapport a la variable v, puis en substituant V a v dans la relation
ainsi obtenue. Les expressions de s, f et Q0 (1, s, f ) en fonction de p et q
sont donne es dans la partie III.
B[2]=2(1&4p&4q+4p2+4q2+4pq) (5.6)
B[3]=12(1& p)(&p&4q+2p2+4q2+4pq) (5.7)
B[4]=24(1& p)2 (&4q+ p2+4q2+4pq). (5.8)
Par ailleurs, on ve rifie de fac on e vidente que B[k]=0 pour tout entier
k supe rieur ou e gal a 5, car B(v, s, f ) est de degre 4 par rapport a la
variable v.
En de rivant la relation (5.4) a l’ordre 2 par rapport a la variable v, on
obtient l’e galite
2A[1]2=B[2] (5.9)
de sorte que A[1]2 s’exprime en fonction de p et q selon (5.1).
Pour tout entier naturel k supe rieur ou e gal a 2, on de rive la relation
(5.4) a l’ordre (k+1) par rapport a la variable v, puis on remplace v par
V dans la relation ainsi obtenue. Sachant que A[0]=0, on obtient
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l’expression suivante de A[k] en fonction de B[k+1], de p, de q et de
A[i], pour tous les entiers i compris entre 2 et (k&1).
A[k]=
1
2(k+1) A[1] _B[k+1]& :
k&1
i=2 \
k+1
i + A[i] A[k+1&i]&
(5.10)
Pour k=2, on obtient la relation (5.2) du lemme 1. On de montre a
present le lemme 1 par re currence sur k, pour k supe rieur ou e gal a 3.
v Pour k=3, on obtient:
A[3]=&12
q(1& p&q)(1& p)4
A[1]3
(5.11)
La formule (5.3) du lemme 1 est ve rifie e en posant E3 (p, q)=&1, qui est
bien un polyno^me a coefficients entiers de degre 2k&6, c’est-a -dire 0.
v Soit k un entier fixe , k4. On supose le lemme 1 de montre pour
toutes les se ries de A[3] a A[k&1]. Pour k4, on sait que B[k+1]=0.
Soit i un entier compris entre 2 et (k&1). On de duit de l’hypothe se de
re currence et de la relation (5.2) la forme ge ne rale de l’expression
A[i] A[k+1&i], que l’on substitue dans la formule (5.10) pour obtenir le
re sultat annonce pour A[k] dans le lemme 1.
V.3. Forme ge ne rale des se ries Qg [n1 , ..., nr]
Lemme 2. Pour g non nul ou r2, et pour tous les entiers naturels
n1 , ..., nr , on a:
Qg [n1 , ..., nr]=
N! sr&1 q(1& p&q)(1& p)n&2r&4g+4 Sg, n1, ..., nr ( p, q)
fA[1]2n+7r+10g&10
(5.12)
ou Sg, n1 , ..., nr (p, q) est un polyno^me en p et q a coefficients entiers de degre
total infe rieur ou e gal a 2n+7r+10g&12, avec n=n1+ } } } +nr et
N!=n1 ! } } } nr !
Preuve. Les paragraphes V.3.1 a V.3.5 constituent les e tapes de cette
preuve. Quelques notations de finies au paragraphe V.3.1 simplifient
l’e criture de l’e quation ve rifie e par Qg [n1 , ..., nr], que nous explicitons au
paragraphe V.3.2. Cette e quation fait appara@^tre la se rie Tg [n1+1, NW],
dont le lemme 3 (paragraphe V.3.3) pre cise l’expression. Enfin, nous
de montrons par re currence le lemme 2 aux paragraphes V.3.4 et V.3.5.
V.3.1. Notations. On rappelle que W de signe l’ensemble de variables
[v2 , ..., vr] si r{1 et l’ensemble vide si r=1.
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Soit (n1 , ..., nr) une se quence de r entiers naturels. On note n la somme
de ces r entiers. Si XW, alors NX de signe la se quence des ni tels que vi
appartient a X. L’ordre des ni dans la se quence importe peu dans les
expressions ou NX appara@^t, pour la me^me raison de syme trie que celle
invoque e en fin de paragraphe II.
Exemple. NW=n2 , ..., nr .
Enfin, on note
M(v)=v(1&v) (5.13)
et
\n1+1i, j +=
(n1+1)!
i! j! (n1+1&i& j)!
(5.14)
V.3.2. Obtention de l’e quation de finissant Qg[ni , ..., nr]. (a) On de rive
partiellement l’e quation de re currence (3.3) a l’ordre (n1+1, n2 , ..., nr) par
rapport aux variables v1 , v2 , ..., vr .
(b) On e value cette e quation diffe rentielle au point particulier
(v1= } } } =vr=V).
(c) Dans le membre de gauche de l’e quation obtenue a l’e tape (b), le
terme Qg [n1+1, ..., nr] appara@^t multiplie par A(V, s, f ), qui est nul,
d’apre s la relation (3.9). Le membre de gauche de cette e quation ne de pend
donc que de Qg [k, ..., nr], pour kn1 . On isole dans ce membre de gauche
le terme contenant Qg [n1 , ..., nr].
(d) On obtient finalement l’e quation suivante, qu’on notera
(g, n1 . ..., nr) dans la suite.
(n1+1)
A(1)
V
Qg [n1 , NW]
= :
i>0, k<n1
i+ j+k=n1+1
\n1+1i, j +
(&1) j+1 j !
V j+1
A[i] Qg [k, NW]
+ f :
j= g
j=0, XW
( j=X)  [(0, <), (g, W)]
:
k+l+m=n1+1
\n1+1k, l +
_M[m] Qj [k, NX] Qg& j[l, NW&X]
+
1
s
:
i+ j+k=n1+1
\n1+1i, j + M[k] Qg&1 [i, j, NW]
+sTg [n1+1, NW] (g, n1 , ..., nr)
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La se rie Tg[n1+1, NW] est de finie a partir de la se rie Tg (v1 , W, s, f )
qui appara@^t dans le quatrie me terme du membre de droite de l’e quation
(3.3). Le lemme suivant pre cise la relation qui existe entre la se rie
Tg [n1+1, NW] et les de rive es partielles de se ries du type Qg (v1 , W&
[vj], s, f ), pour j compris entre 2 et r.
V.3.3. Expression du terme Tg [n1+1, ..., nr] de l’e quation (g, n1 , ..., nr).
Lemme 3. Pour r2 et pour tous les entiers naturels g, n1 , ..., nr , la
se rie en s et f note e Tg[n1+1, ..., nr] est e gale a :
:
r
j=2
(n1+1)! nj !
(n1+nj+2)! _n jFg [n1+nj+2, Nj]+
V(n j+1)
n1+n j+3
Fg [n1+nj+3, Nj]&
ou Nj repre sente la se quence n2 , ..., n j&1 , n j+1 , ..., nr et ou Fg est la se rie
de finie pour tout entier k non nul par
Fg (v1 , ..., vk , s, f )=v21 (1&v1) Qg (v1 , ..., vk , s, f ) (5.16)
Preuve. Dans cette de monstration, W de signe toujours l’ensemble
[v2 , ..., vr].
En observant que

vj _
(vj&v1) v1 Qg (v1 , W&[vj], s, f )
vj&v1 &=0 (5.17)
on e tablit que la se rie Tg (v1 , W, s, f ) est e gale a
:
r
j=2
vj

vj _ _
v2j (1&v1) Qg(vj , W&[vj], s, f )
&v21 (1&v1) Qg (v1 , W&[vj], s, f )&
vj&v1 & (5.18)
On a e galement
n1+1
vn1+11 _
vj2 (vj&v1) Qg (v j , W&[v j], s, f )
vj&v1 &=0 (5.19)
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ce qui permet d’e crire
n1+1
vn1+11
Tg (v1 , ..., vr , s, f )
= :
r
j=2
vj
n1+2
vn1+11 vj _
Fg (v j , W&[vj], s, f )&Fg (v1 , W&[vj], s, f )
vj&v1 &
(5.20)
Si 9 est une se rie formelle quelconque d’une seule variable, on de montre
aise ment, a partir de l’e criture de 9 en se rie de Taylor, que:
:+;
x:y; _
9(x)&9( y)
x& y &x= y=a=
:!;!
(:+;+1)!
9 (:+;+1) (a). (5.21)
Nous laissons au lecteur le soin de ve rifier qu’en appliquant ce re sultat
a la fonction Fg (v, W&[v j], s, f ), considere e comme se rie formelle de la
seule variable v, dans l’expression de la de rive e partielle multiple
n1+ } } } +nr+1
vn1+11 } } } v
nr
r
Tg (v1 , ..., vr , s, f ) (5.22)
on obtient le re sultat du lemme 3.
Corollaire du Lemme 3. Pour tous les entiers naturels n1 et n2 , on a:
T0 [n1+1, n2]=&
(n1+1)! n2 !
2 f (n1+n2+2)!
__n2A[n1+n2+2]+ V(n2+1)n1+n2+3 A[n1+n2+3]& (5.23)
Preuve. On remarque que
A(v, s, f )=1&v+v2s&2 fF0 (v, s, f ), (5.24)
d’ou la relation suivante, pour k supe rieur ou e gal a 2, entre les de rive es
des se ries A(v, s, f ) et F0 (v, s, f ):
A[k]=2s$k, 2&2 fF0 [k]. (5.25)
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Pour g=0 et r=2, le lemme 3 donne l’expression de T0 [n1+1, n2] en
fonction de F0 [n1+n2+2] et de F0 [n1+n2+3]. On de duit de la relation
pre ce dente l’expression de T0 [n1+1, n2] en fonction de s, de f, de
A[n1+n2+2] et de A[n1+n2+3] donne e dans le corollaire.
V.3.4. Initialisation de la preuve du lemme 2 par re currence. Nous
traitons ici en de tail le cas initial de la de monstration par re currence du
lemme 2, pour lequel on a g=0, r=2 et n1=n2=0.
L’e quation note e (0, 0, 0) (voir paragraphe V.3.2) est
1
V
A[1] Q0 [0, 0]=sT0 [1, 0]. (5.26)
D’apre s le corollaire du lemme 3, cette e quation (5.26) devient
12fA[1] Q0 [0, 0]=&sV2A[3]. (5.27)
Compte tenu de l’expression (5.11) de A[3], on obtient la relation
Q0 [0, 0]=
sq(1& p&q)(1& p)2
fA[1]4
. (5.28)
En posant
S0, 0, 0=(1& p)2, (5.29)
le lemme 2 est ve rifie pour g=0, r=2 et n1=n2=0.
L’e quation (0, n1 , n2) permet alors de de montrer par re currence sur les
entiers naturels n1 et n2 que Q0[n1 , n2] est de la forme:
Q0 [n1 , n2]=
n1 ! n2 ! sq(1& p&q)(1& p)n1+n2 S0, n1, n2 ( p, q)
fA[1]2(n1+n2+2)
(5.30)
ou S0, n1 , n2 ( p, q) est un polyno^me en p et q a coefficients entiers de degre
total infe rieur ou e gal a 2(n1+n2)+2.
V.3.5. Preuve de la re currence. Dans le membre de droite de l’e quation
(g, n1 , ..., nr), on ve rifie que:
v Le premier terme ne de pend que de de rive es partielles de Qg a
l’ordre (k, n2 , ..., nr), pour k strictement infe rieur a n1 ,
v Le deuxie me terme et le troisie me terme ne de pendent que de
de rive es partielles de Q j pour j strictement infe rieur a g, ou de de rive es de
Qg pour un nombre de variables strictement infe rieur a r,
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v Le quatrie me terme est Tg [n1+1, ..., nr]. Ce terme est nul si r=1.
Sinon, nous avons montre dans le lemme 3 que ce terme s’exprime en fonc-
tion de Qg [k1 , ..., kr&1], ou k1 , ..., kr&1 sont (r&1) entiers naturels qui
de pendent de n1 , ..., nr .
Il en re sulte que l’e quation (g, n1 , ..., nr) de finit Qg[n1 , ..., nr] a partir de
de rive es partielles de Qj , pour j strictement infe rieur a g, ou sinon pour un
nombre de variables strictement infe rieur a r, ou sinon pour un ordre total
de de rivation strictement infe rieur a n1+ } } } +nr .
Hypothe se de Re currence. Pour:
v 0 j<g et k2,
v j=g et 2k<r,
v j=g, k=r et (m1 , ..., mk) lexicographiquement infe rieur a
(n1 , ..., nr),
on suppose la formule du lemme 2 ve rifie e pour la se rie Q j [m1 , ..., mk], qui
est donc de la forme:
Qj [m1 , ..., mk]=
M! sk&1q(1& p&q)(1& p)m&2k&4 j+4 S j, m1, ..., mk ( p, q)
fA[1]2m+7k+10 j&10
(5.31)
ou Sj, m1 , ..., mk ( p, q) est un polyno^me en p et q a coefficients entiers de degre
total infe rieur ou e gal a 2m+7k+10 j&12, avec m=m1+ } } } +mk et
M!=m1 ! } } } mk !
Alors, en injectant ces formules dans l’e quation (g, n1 , ..., nr), on prouve
apre s calculs que la se rie Qg [n1 , ..., nr] est de la forme
Qg [n1 , ..., nr]=
N!sr&1q(1& p&q)(1& p)n&2r&4g+4 Sg, n1, ..., nr ( p, q)
fA[1]2n+7r+10g&10
(5.32)
avec n=n1+ } } } +nr , N!=n1 ! } } } nr ! et Sg, n1 , ..., nr( p, q) un polyno^me
en p et q a coefficients entiers de degre total infe rieur ou e gal a 2n+
7r+10g&12.
La proposition suivante permet la programmation effective du calcul des
polyno^mes Sg, n1 , ..., nr ( p, q) par re currence.
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Proposition 1. Le polyno^me Sg, n1 , ..., nr ( p, q) est de fini par re currence
par
Sg, n1, ..., nr=2q(1& p&q)(1& p)
2 :
i>0, k<n1
i+ j+k=n1+1
Ei (&1) j+1 A[1]2 j Sg, k, n2 , ..., nr
+q(1& p&q) :
j=g
j=0, XW
( j, X)  [(0, <), (g, W)]
:
k+l+m=n1+1
MmA[1]2m
_Sj, k, NX Sg& j, l, NW&X+ :
i+ j+m=n1+1
Mm A[1]2m Sg&1, i, j, NW
+ :
r
j=2 _n j :k+l=n1+nj+2 Lk A[1]
2k+2 Sg, l, Nj
+(nj+1) :
k+l=n1+nj+3
LkA[1]2k Sg, l, Nj& (5.33)
ou M et L sont les fonctions de la variable v de finies respectivement par
M(v)=v(1&v) et L(v)=v2(1&v) et ou Mm et Lk sont les polyno^mes en p
tels que M[m]=m! (1&p)m&2 Mm ( p) et L[k]=k! (1&p)k&3 Lk ( p).
On ve rifie que:
v M0 ( p)=&p, M1 ( p)=&1&p, M2 ( p)=&1 et Mm ( p) est le
polyno^me nul pour m3.
v L0 ( p)=&p, L1 ( p)=&1&2p, L2 ( p)=&2&p, L3 ( p)=&1 et
Lk ( p) est le polyno^me nul pour k4.
Pour i3, on rappelle que Ei est le polyno^me en p et q (a coefficients
entiers et de degre total e gal a 2i&6) de fini par le lemme 1. Par commodite
pour l’e criture de la relation (5.33), on notera E1 et E2 les fractions ration-
nelles en p et q de finies par:
E1=
1
2q(1& p&q)(1& p)2
(5.34)
E2=
&p&4q+2p2+4q2+4pq
2q(1& p&q)(1& p)2
(5.35)
La relation (5.33) permet de ve rifier, compte tenu des hypothe ses de
re currence, que Sg, n1 , ..., nr ( p, q) est un polyno^me en p et q a coefficients
entiers de degre total infe rieur ou e gal a 2n+7r+10g&12.
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V.4. Fin de la preuve du the ore me 1
D’apre s la relation (3.10), Qg (1, s, f ) s’exprime en fonction de s, de f, de
V, et des se ries Qg&1 [0, 0] et Qj [0], pour j compris entre 1 et g&1. Pour
toutes ces se ries, en dispose, par le lemme 2, d’une forme ge ne rale qu’on
injecte dans la relation (3.10) pour obtenir l’expression cherche e de la se rie
Qg [n1 , ..., nr]:
sfQg (1, s, f )=
pq(1& p&q) Rg ( p, q)
[(1&2p&2q)2&4pq]5g&3 (1& p)4g&2
(5.36)
Les calculs menant a cette expression ont permis d’e tablir la proposition
suivante.
Proposition 2. Pour tout genre g non nul, Rg ( p, q) s’exprime en fonc-
tion des polyno^mes Sg, n1 , ..., nr ( p, q) selon:
Rg=Sg&1, 0, 0+ :
g&1
j=1
q(1& p&q) Sj, 0 Sg& j, 0 (5.37)
On ve rifie gra^ce a cette relation que Rg ( p, q) est un polyno^me a coef-
ficients entiers de degre total infe rieur ou e gal a 10g&8. Ceci ache ve la
de monstration du the ore me 1.
VI. APPLICATION AU DE NOMBREMENT DES CARTES
DE GENRE 2 ET 3
L’application des relations des propositions 1 et 2 conduit aux re sultats
d’e nume ration du the ore me 2.
The ore me 2. Les se ries sfQ2 (1, s, f ) et sfQ3 (1, s, f ), qui de nombrent les
cartes pointe es de genre respectivement 2 et 3 en fonction du nombre de som-
mets (exposant de s) et du nombre de faces (exposant de f ), sont de finies par
le syste me parame trique suivant, ou p et q sont les parame tres:
s=p(1&p&2q)
f =q(1&2p&q)
sfQ2 (1, s, f )=3
pq(1& p&q) P2 ( p, q)
[(1&2p&2q)2&4pq]7
(6.1)
sfQ3 (1, s, f )=
pq(1& p&q) P3 ( p, q)
[(1&2p&2q)2&4pq]12
(6.2)
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avec
P2 ( p, q)=7&49( p+q)+105( p2+q2)&280( p4+q4)
+336( p5+q5)&112( p6+q6)+393pq&1048( p2q+ pq2)
+960( p3q+pq3)+80( p4q+pq4)&336( p5q+pq5)
+2952p2q2&2864( p3q2+p2q3)+672( p4q2)+p2q4)
+1904p3q3
et
P3( p, q)=1485&17622( p+q)+63712( p2+q2)+89100( p3+q3)
&1522070( p4+q4)+5767520( p5+q5)+11514272( p6+q6)
+12691712( p7+q7)&5614400( p8+q8)&3266560( p9+q9)
+5547520( p10+q10)&2669568( p11+q11)+444928( p12+q12)
+273643pq&1566909( p2q+pq2)+3310316( p3q+pq3)
+4908860( p4q+pq4)&44516400( p5q+pq5)
+112109680( p6q+pq6)&147779072( p7q+pq7)
+104321088( p8q+pq8)&30722560( p9q+pq9)
&2990592( p10q+pq10)+2669568( p11q+pq11)
+12412890p2q2&44301496( p3q2+p2q3)+63728832( p4q2+p2q4)
+45281424( p5q2+p2q5)&309719744( p6q2+p2q6)
+479913216( p7q2+p2q7)&350578176( p8q2+p2q8)
+116160000( p9q2+p2q9)&11539968( p10q2+p2q10)
+207749968p3q3&458396880( p4q3+p3q4)+423917056( p5q3+p3q5)
+97719616( p6q3+p3q6)&518095872( p7q3+p3q7)
+370179072( p8q3+p3q8)&82170880( p9q3+p3q9)
+1205285632p4q4&1476597696( p5q4+p4q5)
+726563328( p6q4+p4q6)+34744320( p7q4+p4q7)
&95966208( p8q4+p4q8)+1869685248p5q5
&962062848( p6q5+p5q6)+138525696( p7q5+p5q7)
+332616192p6q6.
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L’e numeration des cartes pointe es de genre 2, c’est-a -dire l’obtention
d’une expression pour la se rie Q2 (1, s, f ) a conduit a l’e criture d’un
syste me de 16 e quations. L’obtention de Q3 (1, s, f ) augmente le syste me
pre ce dent de 51 e quations supple mentaires. La re solution de ces syste mes
a e te confie e a un logiciel de calcul formel, pour obtenir les re sultats
nouveaux du the ore me 2.
A la diffe rence de E. A. Bender et E. R. Canfield dans [4], nous n’avons
pas proce de a des calculs modulo un ensemble de nombres premiers, mais
nous avons imple mente les calculs directs.
Remarques. (1) Les formules pour les genres 0 et 1 ont e te de montre es
respectivement dans les articles [1] et [2]:
sfQ0 (1, s, f )= pq(1&2p&2q) (6.3)
sfQ1 (1, s, f )=
pq(1& p&q)
[(1&2p&2q)2&4pq]2
. (6.4)
(2) En posant, dans les expressions du the ore me 2,
p=q=
1&\
6
, (6.5)
\(z)=(1&12z)12 (6.6)
et
Mg (z, 1)=z2gQg (1, z, z) (6.7)
on retrouve les expressions des se ries ge ne ratrices des cartes pointe es de
genre 2 et 3 en fonction du nombre d’are^tes, e tablies par E. A. Bender et
E. R. Canfield dans [4]:
M2 (z, 1)=
(1&\)4 (1+\)2
3228\7 (2+\)4
N2 (\) (6.8)
avec
N2 (\)=112+248\+225\2+122\3+49\4 (6.9)
et
M3 (z, 1)=
(1&\)6 (1+\)4
34 213 \12 (2+\)7
N3 (\) (6.10)
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avec
N3 (\)=156800+541280 \+802640 \2+678074 \3+381047 \4
+176738\5+87662\6+45488\7+17111\8. (6.11)
Les polyno^mes N2 (\) et N3 (\) sont lie s respectivement aux polyno^mes
P2 ( p, q) et P3 ( p, q) par une relation simple non de taille e ici.
VII. CONCLUSION
Cet article explicite en de tail une me thode inductive de re solution des
e quations fonctionnelles de type ‘‘Tutte’’ qui se re ve le d’un grand inte re^t
pour le de nombrement des cartes pointe es de genre quelconque.
Utilise e par Arque s dans [2] pour l’e nume ration des cartes pointe es de
genre 1, de crite pour les cartes de genre quelconque par E. A. Bender et al.
dans [46], cette me thode nous a permis de donner ici:
v Une expression ge ne rale rationnelle en fonction du genre des se ries
formelles e nume rant les cartes pointe es selon leurs nombres de sommets et
de faces.
v Des relations entre polyno^mes permettant une programmation
directe d’un outil de re solution des e quations fonctionnelles de type
‘‘Tutte’’, quel que soit le genre des cartes.
v Une ge ne ralisation aux variables s et f (de nombrant respectivement
le nombre de sommets et le nombre de faces) des formules d’e numeration
des cartes pointe es de genre 2 et 3.
Ces nouveaux re sultats ouvrent la voie a de nouveaux travaux. L’e tude
de la complexite de la me thode expose e et son optimisation algorithmique
restent a faire, comme le calcul des termes suivants (genre 4 et supe rieur).
Nous tenons vivement a remercier ici Jean-Franc ois Be raud, Universite
de Marne-la-Valle e, pour sa pre cieuse contribution a l’exe cution et au test
du programme de calcul formel qui est a l’origine des re sultats de cet
article.
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